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Eine reelle Funktion yon n Parametern, die beziiglich der Permutationsgruppe dieser 
Parameter antimetrisches Transformationsverhalten besitzt, kann als Chiralit~tsbeobachtung 
an einem regul/~ren Simplex mit bewerteten Eeken im R,~-i angesehen werden, tthrceiehend 
glatte Funktionen dieser Art kSnnen, wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wird, durch die 
Vandermondesche Determinante solcher Parameter unter gewissen Voraussetzungen gut 
approximiert wcrden. Oamit  wird der Erfolg der N/~herung im Rahmen des stereochemischen 
Strukturlnodells verst~ndlieh und auBerdem werden physikalische Anwendungen, insbeson- 
dere bezfiglich der optischen Aktivit/~t yon Chiralit/~tszentren in der organischen Chemie be- 
sprochen. Ein Rechenverfahren zur Ermitt lung dieser Parameter wird vorgeschlagen. Der 
Unterschied zu Ans/itzen ~hnlicher Art  ffir die ootische Aktivit/~t liegt in der Verwendung yon 
a priori nicht mit  physikalischen l?iodellvorstellungen vorbelasteten Parametern. Der prak- 
tische l~utzen eines solchen Vorgehens wird dargetan und es wird auf einc in Vorbereitung 
befindli~he Arbeit hingewiesen, in der ~arameterwerte yon orgardsehen l~esten berechnet 
werden. 

A real function of n parameters being antimetric with reference to the group of permuta- 
tions of these parameters may be considered to be an observation of a ehiral quality on a 
regular simplex with valued corners in R~- I  space. As shown in the present paper, sufficiently 
smooth functions of this kind can be properly approximated by the Vandermonde deter- 
minant of these parameters in most eases. Thus, the success of this approximation within the 
stereochemisches Strukturmodell becomes clear. Also, applications to physical problems, 
especially referring to the optical rotatory power of chirality centers in organic chemistry, are 
discussed. A method for calculating parameters is being suggested. Contrary to similar attempts 
for calculating optical rotatory power, our procedure is characterized by the use of parameters 
not being burdened a priori with the concepts of a physical model. The practical use of such a 
proceeding is pointed out. A further paper containing calculated parameter values of organic 
substituents is announced. 

Une fonction rdelle de n param&tres qui se transforme antisym@triquement par rapport au 
groupe de permutations de ces param~tres pent ~tre consid@rde c o m m e  une observation de 
chir/flit4 sur un simplex rdgulier dans l'espace R , - 1  dont les angles sont cot~s. I1 est possible, 
sur les fonctions citdes qui sont suffisamment planes, de faire dans la plupart des cas une 
approximation par le d@terminant de u de ces param~tres. On eomprend alors le 
suce&s de eette approximation dans le cadre du stereochemisches Strukturmode11, et on peut 
discuter des applications physiques, particuli~rement des phdnomdnes s'occupants de pouvoir 
rotatoire optique des centres de chiralit6 dans la chimie organique. On prdsente une mdthode 
de calcul pour les param&tres. A l'encontre d'essais analogues de calcu] de pouvoir rotatoire 
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optique, notre proe6d6 est earaet6ris6 par t'emploi de param6tres qui ne d6eoulen~ pas a 

priori d'un modgle physique. L'applieation pratique est d6montr6e, et on signale un travail 
en pr6paration dans lequel on caleule la valeur des paramgtres des substituants organiques. 

Problemstellung und N~iherungsanalyse 

Das stereochemische Strukturmodell, ein kfirzlich in dieser Zeitschrift vor- 
geffihrter theoretischer Ansatz zur mathematischen Behandlung stereochemischer 
Probleme, erm5glicht unter anderem die Ableitung yon im Rahmen dieses Modells 
ngherungsweise giiltigen Formeln ffir die ]3erechnung von 1VIengenverhglf~nissen 
stereoselektiver l~eaktionsprodukte [5]. Die bisher diskutierten experimentellen 
Befunde bestatigen diese Formeln innerhalb der experimentellen Fehlergrenzen 
[6, 7]. Ein solches Mal~ an Ubereinstimmnng war angesichts der Vereinfachungen 
in den verwendeten Formeln erstaunlich und gab daher den Anstol3 zu einer kriti- 
schen Analyse der vorgenommenen Ngherung. Das Resultat  der Analyse scheint 
uns ein mathematischer  Sachverhalt, der nicht nur fiir die Belange der Stereo- 
chemie yon Interesse ist, sondern gelegentlich yon praktischer Bedeutung werden 
kunn, wenn es um die formelm~Bige Erfassung gewisser physikalischer Messungen 
an chiralen Systemen geht. Es ist daher angebracht, die oben erwahnte N~hernng 
ohne Bezugnahme auf das Strukturmodell  in mathematisch allgemeiner Form zur 
Diskussion zu stellen, zu analysieren und im AnschluB daran nach Anwendungen 
im Bereich der Physik zu suchen. 

Eine reelle Funktion F(A1, A2,...,  An) reprgsentiere die MeBwerte einer Be- 
obachtung ~ an einem System yon n Teilsystemen, die ihrerseits durch die Werte 
A~ eines reellen Parameters  A charakterisiert seien. Per definitionem seien gerade 
Permutat ionen der Teflsysteme ohne EinfluB auf das Beobachtungsergebnis, wgh- 
rend jede Vertauschung yon zwei Teilsystemen und damit  jede ungerade Permuta-  
tion der Teflsysteme Vorzeichenumkehr im MeBresnltat zur Folge haben sell. 
i~(A1, A2 . . . . .  An) sei also antimetrisch bezfiglieh der Permutat ionen der A~, d. h. F 
kann verstanden werden sis Darstellungsmodul zur alternierenden Darstellung 
der PermutationsgTuppe | 

Es scheint mit  l~iicksieht auf  das folgende nicht fiberflfissig festzustellen, dab 
innerhalb der Menge der im Sinne der Mathematik definierten reellen Funktionen 
aus dem genannten Symmetrieverhalten keinerlei Schlfisse auf  zusgtzliche Beson- 
derheiten dieser Funktionen zu ziehen sin& Alien Punkten im A-Ranm, die nicht 
durch Permutat ionen ihrer Koordinaten A~ auseinander hervorgehen, kSnnen be- 
liebige Funktionswerte zugeordnet werden; die Vorzeichen dieser Funktionswerte 
wechseln in der oben festgelegten Weise bei Permutat ionen der A~. Die beabsichtig- 
ten Aussagen fiber eine n~herungsweise gfiltige Gestalt yon F werden erst mSglieh, 
wenn eine Einschrankung auf ,,physikalisch sinnvolle", d .h .  ,,genfigend glatte" 
Funktionen vorgenommen wird*. Die Behauptung, eine physikalische Beobach- 

* Unter einer genfigend glatten Funktion tier ~t verstehen wir eine Funktion, fiir die die 
lineare Interpolation des Funktionswertes in jedem Punkt des A-Raums dureh die Funktions- 
werte in zwei beliebigen Punk~en auf einer beliebigen Geraden durch diesen Punkt eine far die 
physikalische Besehreibung ausreichende 1Ngherung darstellt, wenn nur der Abstand der 
Punkte, zwischen denen interpolier~ wird, under einem lest vorgegebenen Zahlenwer~ V > 0 
liege. Die GrSl]e yon ~ und der maximal zuli~ssige Interpolationsfehler s sind dabei dutch die 
Physik bestimm~. Mi~ dieser Definition darf ffir den Zweck der physikalischen Beschreibung 
eine geniigend glatte Funktion immer durch eine im mathematlschen Sirra glatte, d. h. stetige 
und stetig differenzierbare Funktion ersetzt werden. 
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tung der obigen Art  sei durch eine einparametrige Eigenschaft der Teflsysteme be- 
schreibbar, beinhaltet eine Hypothese fiber die Glattheit einer die Beobachtung 
repr/~sentierenden Funktion _F, deren Argumente den einzelnen Teflsystemen zu- 
geordnete Parameter  sind; die Parameter  andererseits shad nach dieser Hypothese 
eine geniigend gtatte Funktion gewisser physikaliseher Eigensehaften, welehe 
gem/~B ihrer dutch 2 gemessenen Quantit/it die Unterseheidung der Teilsysteme 
ffir den Zweek der Beobaehtung erm6gliehen. Ohne diese I-Iypothese w/ire die Be- 
sehreibbarkeit der physikalisehen Beobaehtung dureh einen Parameter der Tefl- 
systeme eine leere Aussage. 

Der ffir die Ableitung der Formein aus dem stereoehemisehen Strukturmodell 
eingenommene N/iherungsstandpunkt ist, auf das bier dargelegte Problem verall- 
gemeinert, der folgende: 

Die Funktion wird - -  und das kann ohne Einsehr~nkung der Allgemeinheit ge- 
sehehen - -  in ein Produkt  gem/~B 

iv(21, X3,. �9 Xn) = 2(21, X3 . . . . .  2n) t(2,  X~,..., 2~) (1) 

mit der Definition 

Z(21, 22 . . . . .  2n) ~ g (2{ -- 2It) (2) 
~>} 

zer]egt. 
Wir bezeiehnen aus sp~ter zu erSrternden Grfinden Z als Chiralit/~tsprodukt 

und k6rmen aus der Tatsaehe, dab es antimetriseh beziiglieh | ist, also das fiir F 
geforderte Transformationsverhalten besitzt, die Invarianz yon t(21, 2~, . . . ,  2n) 
gegenfiber allen Permutationen aus ~n  folgern. 

Unter  der Annahme, dab 

a) iw an der Stelle 21 = 23 . . . . .  2n = 20 in eine Reihe naeh Potenzen yon 
Z~ -- 2 o entwiekel~ werden kann und 

b) die totalsymmetrisehe ~unktion t an der Stelle 21 = 2~. . . . . .  2n = 20 nieht 
versehwindet, 
f/ihrt das Abbreehen einer Reihenentwieldung yon E(21, 23 . . . . .  2n) nach Potenzen 

yon 2~ -- 20 mit den Gliedern vom Grade n(n-1) 2 zum N/~herungsansatz 

E(21, 2~, . . . ,  2n) ~ Konst �9 Z(21, 22 . . . . .  2n) �9 (3) 

Die Funktion F war in den behandelten Beispielen des stereoehemisehen 
Strukturmodells der Logarithmus des Konzentrationsverh/~ltnisses stereoselek- 
tiver Reaktionsprodukte. Den Variablen 2~ warden ftir die Liganden i eines 
Chiralit/itszentrums spezifische Werte eines Ligandenparameters 2 zugeordnet. Das 
Transformationsverhalten yon/~(21, 23 . . . . .  2n) bei den Permutationen der 2~ war 
eine Konsequenz des Modells. Die Zahl n der permutierbaren Liganden war 2, 3 
und 4. Der Fall mit  drei Liganden ist bis jetzt  experimentell geprfift. ~berraschend 
beim Vergleieh yon Theorie und Experiment ist die Versehiedenartigkeit der 
Liganden in den ehemisehen Beispielen, ffir die (3) noeh eine kompetente N/ihe- 
rungsgleiehung yon groger Genauigkeit darstellt. 

Die Annahmen a) und b) sind im Sinne mathematiseher Einfaehheit plausibel, 
physikaliseh aber nieht allgemein begr/indbar. Der Variablenbereieh, ftir den (3) 



Die Vandermondesche Determinante als Chiralitatsmag 423 

als gute N/~herung gelten kann, ist vom Standpunkt der obigen Betraehtung nieht 
zu beurteilen. 

Wit stellen daher die Approximation einer Funktion • mit den zu Beginn 
dieser Arbeit definierten Eigensehaften noehmals zur Diskussion. 

Wegen der Antimetrieforderung versehwindet die Funktion F an den Stellen 
2~ = 2~ ffir beliebige Indexpaare i, /~ identisch in allen fibrigen 2z. Im Sinne der 
physikalisehen Interpretation bedeutet das, dag die Beobaehtung den N[egwert 
Null liefert, wenn zwei Teilsysteme gMehartig sind, d. h. wenn sie sieh in Bezug 
auf die dutch den Parameter A besehriebenen physikalisehen Eigensehaften nieht 
unterseheiden. An Stellen versehiedener 2~-Werte w/~re das Versehwinden nieht 
symmetriebedingt, also zuf~llig, nnd es ist zweekmgl3ig, den Kreis der betraeh- 
teten Beobaehtungen auf solehe einzusehr/~nken, die - -  in einem gewissen 2- 
Bereieh - -  derartige zuf/~lligen Besonderheiten nieht aufweisen. Wit behandeln 
gewissermaBen den physikalisehen Normalfall, wenn wit armehmen, dag zumin- 
dest bei einer Beobaehtung an /thnliehen Teilsystemen der MeBwert Null den 
zwingenden SehlnB auf mindestens zwei gMehartige Teilsysteme erlaube. Unsere 
Forderung an F lautet demnaeh: 

A) F(~I, ~2 . . . . .  ~n) sei in dem Bereieh (~a:~0 -- A _-< 2~ < 20 + A dann nnd nut  
darm Null, wenn fiir mindestens ein Indexpaar i,/~ die Parameterwerte fiberein- 
stimmen, wenn also 2i = 2e gilt. 2A sei dabei jenes 2-Intervall, in dem die 2i-Werte 
liegen, wenn wit die Teilsysteme i bezfiglieh der dutch 2 eharakterisierten physika- 
lisehen Eigenschaften als/~hnlich bezeiehnen wollen. 

Im folgenden wird eine formal mit (3) v611ig fibereinstimmende Ngherungs- 
gleiehung abgeleitet, die sieh aber im Gegensatz zu (3) auf Grund des andersartigen 
Approximationsstandpunkts ohne die fragliehen Hypothesen a) and b) allein mit 
der Voraussetzung A) fiber einem geeignet gewghlten Bereich | als sinnvolle 
N/~herung anbietet. 

Im Variablenbereieh | sei, was immer m6glieh ist, ein vollst/~ndiges 
System yon orthonormierten Polynomen Pa(2a, ~2 . . . . .  2n), P2(~1, 22 . . . . .  2n),. �9 �9 
. . . .  P~(21, Xe,- �9 2n),. �9 �9 gegeben, deren Grade m~ mit waehsendem r nieht abneh- 
men. Jede Lebesgue-quadratintegrable Funktion der 2i kann fiber dem Bereieh | 
im Sinne des mittleren Fehlerquadrats beliebig gut dutch eine endliehe Summe 
N 

c~ P~(21, ~ , -  �9 2n) fiber diese Polynome approximiert werden. Die l~unktionen 
v=l  
einer engeren nnd ffir nnsere Zweeke ausreiehenden Klasse lassen sieh sogar dar- 
stellen in der Form 

"~(~1, J~2 . . . . .  ~n) -=-- ~ Cv P~(~I, ~2 . . . . .  /tn) �9 (4) 

Polynome P~(21, ~2 . . . .  , ~n) eines ffir antimetrische Funktionen F(~ ,  ~e . . . .  ,~n) 
vollsti~ndigen Systems k6nnen in folgender Weise gefunden werden. 

Wghlt man im Bereieh 2 o -  A _-< 2 _-< 2o + A ein vollst/~ndiges System or- 
thonormierter Polynome po(2), P~()O,..., P~,(2),... einer Variablen Z, wobei der 
Index ~ gleiehzeitig den Grad des Polynoms p~ bezeichne, dann ist bezfiglich der 
in den ~ antimetrischen Funktiouen ein vollst/~ndiges System yon orthonormier- 
ten Polynomen dutch die ,,Slaterdeterminanten" 

30 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 7 
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P:I(A1) P~I(A~) ...... pal(An) 

gegeben. Dabei sind unter der Nebenbedingung 0 =< cq < ~ < . . .  < ~n alle m6g- 
lichen Kombina~ionen ganzer Zahlen cr zu verwenden. Es gibt also ebenso viele 
or~hogonale Polynome yore Grad m Ms Partitionen yon m = ~i + 0r + . . .  + ~n 
mit dieser Nebenbedingung existieren. 

Vom niedrigsten Grad m = 0 + i + 2 + . . .  + n - ~[ n ( n - t  ) existiert da- 
2 

her nur ein einziges Polynom, dessen De~erminantendarstellung durch Addition 
einer ~eweiIs geeigne~en Lineai'kombination der /x  ers~en Zeilen zur (# + l)-~en 
auf die Form der Vandermondescben Determinan~e gebraeht werden kann : 

Pi(A1, A~,.. . ,  An) = k 

1 

A1 
A~ 

A~ ...... An 

2 ...... An 

A n a l  ~n--I 

Da die Vandermondesche Determinante gleich dem Chfl-alitatprodukt I1 (Xi -- ~ )  
i>k 

ist, gilt also 
Pi(A1, ks . . . .  , An) = ~X(A1, ks . . . . .  An) �9 (5) 

Sei Orthogonaliti t  und Normierung der Polynome einer Verinderlichen mit 
der Gewiehtsfunktion 8(4) > 0 definiert, also 

~.a+A 

d(2) (6) 
,lo--A 

dann gilt 

~P,(A1, P,(A1, ks An) g(A~) g(AA)...g(An) dA~ dAA...dAn = ~ ,  (7) 42 An) 
q~a 

und die Diskussion der Entwieklungskoeffizienten c~ in der Reihenentwieklung (4) 
gem~g ihrer Bestimmungsgleichung 

f F ( ~ ,  ~ . . . .  , An) P~(Ai, ~ . . . . .  2 ,)  g(A1) g(A~).., g(An) d~l dA~.., dan (8) C~ 

zeig~ uns folgendes: 
l~fir den Index v = I hat der Integrand yon (8) wegen der Annahme A) fiber 

dem ganzen Integrationsgebiet | nur Werte eines Vorzeiehens. Dies gilt nicht 
fiir v # 1, denn wegen der Orthogonalit~tsrelationen (7) muB der entspreehende 
Integrand Pi(Ai, A~,-.., A~) P~(Ai, A2,- �9 -, A~) g(~l) g(~). �9 .g(An) in (7) mid damit 
aueh der Integrand F(A1, ks . . . . .  An) P,(A1, ks . . . .  , An) g(A1) 9( / (z ) - .  �9 g(An) hi (8) das 
Vorzeiehen innerhalb | wechseln. Es steht daher lest, dab in der geihenentwick- 
lung (4) die erste Komponente nich~ verschwindet, wghrend die fibrigen Glieder, 
insoweit sie von Null versehieden sind, spezielle dureh alas SymmebrieverhalSen 
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nieht bedingte Besonderheiten einer Funktion F mit der Eigensehaft A) be- 
schreiben. 

Der Versueh, F(21, 42 . . . . .  2n) durch die einzige Entwieklungskomponente zu 
approximieren, die mit Sieherheit nieht versehwindet, gem~B der Beziehung 

F(21, 23 . . . . .  2n) ~ cl P1(21, 42 . . . .  ,2n) -- KZ(21, 23 . . . .  ,2n) mit K = ke l ,  (9) 

kann aus einer formal mit (l) fibereinstimmenden Gleiehung erfolgen, in der von 
der Teilbarkei~ der Polynome P~(21, 2~ . . . . .  2~) dutch Z(21, 23 . . . .  ,2n) Gebrauch 
gemacht ist, so dab unter Benutzung yon in den 2i totalsymmetrischen Poly- 

nomen B~(21, 42 . . . .  kn) = P~(21, 22, . . . .  2~) ' z(21, 22 . . . . .  ~) die GI. (4) in der Form (i0) erseheint : 

F(41, 2~ . . . . .  %n) = Z(21,42 . . . .  ,2~) {K + ~=2 ~ c~B~(4~'42 . . . . .  4n)}. (i0) 

Im Gegensatz zu (i), we der Obergang zu (3) eine Annahme fiber das Null- 
stellenverh~lten der Funktion F an der Stelle 2~ = 40 impliziert, ist hier das Nieht- 
verschwinden yon K wegen der Voraussetzung A) gesiehert, und ebenfalls wegen 
A) hat der totalsymmetrisehe Ausdruek in der gesehweiften Klammer fiber dem 
endlichen Bereieh | fiberall das Vorzeichen yon K. Die Beziehung (9) daf t  also 
in vielen Fgllen zumindest fiber einem Teflbereich yon | als vernfinftiger Ns 
rungsansatz gelten. 

Der Ansatz (9) gewinnt zus/~tzliehes Vertrauen, wenn man die Freiheit in der 
Wahl geeigneter Parameter 4i analysiert. 

Die Variablen yon F(21, 2~ . . . .  ,2n) sind dureh die Zuordnung zu den TeiI- 
systemen i unterschiedene Parameter 2i, die als eine reelle und hinreiehend glatte 
Funktion ge~sser  physikaliseher Eigensehaften eine skalare Qualit~t dieser 
Eigensehaften an den Teilsystemen i messen. Die quantitative Charakterisierung 
dieser Qualit/~t dureh 2 ist ebenso durch eine andere Parameterfunktion # gegeben, 
wenn # eigentlieh monotone Funktion von 4 ist. Setzen wir yon #(2) im Bereieh 

@a stetige Differenzierbarkeit und das Bestehen der Ungleiehung r 0 voraus, 

so existiert die glatte Umkehrfunktion %(#), und die Parameter/~i = #(2~) eignen 
sieh zur Besehreibung der Beobaehtung J gem~B der Beziehung 

F(21, 22 . . . . .  2n) = f[2(/~), 2(#2) . . . . .  2(/tn)] = q)(/~,/~2 . . . .  ,/~n) �9 ( t t )  

F(41, 23 . . . .  ,2n) und q)(#l, re2 . . . .  ,/~n) sind also vSllig gleiehwertig, wenn beide 
Funktionen aueh hinreiehend glatt sind. 21 und /z~ charakterisieren dieselben 
physikalisehen Eigensehaften an den Teilsystemen i, und ebenso wie ffir 
F(41, 4~.,..., 4n) im Bereieh | gil~ aueh fN" q5(/~1, ~te . . . .  , tt.~) im Bereieh 
|  :#(40 -- A) < #(2~) < #(40 § A) die Voraussetzung A). 

Die Unbestimmtheit der Parameter gibt uns demnaeh die MSg]iehkeit, dureh 
geeignete Auswahl unter den ffir die Besehreibung yon ~- gquivalenten Para- 
meterfunktionen #(4) eine optimale N/~herung der Form 

~[2(~),  2(~)  . . . .  ,4(~n)] ~ Z(~,  ~ . . . .  , ~n) (12) 

zu erreiehen, wobei unter optimal verstanden wird: 

30" 
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f {F(41 . . . . .  4n) - -  Z[#(~I) . . . . .  /~(2n)] }~ g(41). . ,  g(4n) d41. . . d4n ---- Minimum*,** .  (i3) 

U m  die Varia t ion von #(4) gem~B (i3) ffir eine Ni~herung gem~B (i2) als For t -  
schri t t  gegenfiber dem Ns  zur Ablei tung yon  (9) deutl ich zu 
machen,  ist es zweckm~Big, das Var ia t ionsproblem (13) umzuformen.  AuBerdem 
berei te t  die Bedingung der Monotonie und  der hinreichenden Gla t the i t  yon  #(~) 
ffir eine Diskussion des Var ia t ionsproblems in der F o r m  (13) Schwierigkeiten. Da- 
gegen kann  jede zur Konkur renz  zugelassene Funk t ion  #(4) in der Gesta l t  l.v(2) 
geschrieben werden, wobei  I nicht  yon  2 abhiingt,  wi~hrend v(~) die Nebenbedingung 

~z~[~(4~) .g(4~) d4~. . .d4~ 1 ( t5) V(4n)] g(41). ,  
@4 

erfiillt. D a m i t  ergibt  sich ffir l 

f Z ~ [ # ( ~ ) , . . . ,  g(4n) d4~. . . d~n = l n(n-1) (i6) /~(4n)] g(~ , l ) . . ,  0 

n(n--1) 

Setzen wit  1 ~ = c, dann  erhal ten  wit  das Var ia t ionsproblem (i3) in der F o r m  

f { F ( ~ l , . . . ,  4~) V(4n)]} ~ g(~l)---g(4n) d 4 1 . . . d ~ n  = Minimum (~3a) o~[p(41) 

unter  der Nebenbedingung (i5). 
Die Varia t ion ~#(~) = l~v(4) + v(4)(~l, unter  der Nebenbedingung (i5) nach der 

Lagrangeschen Methode vorgenommen,  entspr icht  formal  einer unabh~ngigen 
Varia t ion yon  v(4) und  l bzw. c. 

Die Varia t ion nach c liefert 

c = ~ F( ;~  . . . .  , ;L~) Z[v(;~) . . . . .  g(21). �9 d~tl . .  �9 d ~  �9 (i7) 

Das  Var ia t ionsproblem bezfiglich v(2) besagt,  dab das In tegra l  (17) zu einem Maxi- 
m u m  zu machen  ist. 

Schreibt  m a n  schlielMich (13a) und  (i7) auf  die Variablen v~ urn, so folgt: 
GemiiI~ dem Var ia t ionsproblem 

.I{F[4(h) , .  �9 . , _  4(Vn)] -- c z ( h  . . . . .  vn)) ~ q(Vl)"" "q(vn) d V l . . . d v n  = Minimum (13b) 

�9 Obwohl dieses Variationsproblem nur ohne Beriicksich~igung der Monotonie und der 
hinreichenden Glattheit  yon #(~) nach dem Form~lismus der Vari~tionsrechnung behandelt  
werden kann, sei der Vollst~ndigkeit halber die notwendige Bedingungsg]eichung angegeben. 
Sie wird gefunden unter Benutzung der Symmetrieeigenschaften yon F u n d  g und lautet:  
),~),o+A ),n =).o+A 

�9 ~ ( ~ ,  & . . . . .  ~ )  - z [~ (~ ) ,  ~(&) . . . . .  ~( )]} ~ z[~(~), ~(~) . . . . .  ~(~)]  • 

).~=.lo--A" ~n =2 
• g(A) g(.~2)... 9(A~) d)'2"." d~,~ = 0 .  (14) 

�9 '~ Die spezielle Form der Gewichtsfunktion g(2~)...g(s an Stelle einer Mlgemeineren 
g(2~ . . . . .  its) lagt sich mit der Forderung begrtinden, dab alle mSglichen Systeme yon je n 
Teilsystemen mit dem gleichen Gewicht fiir die Approximation berficksichtigt werden sollen. 
Ist niimlich g(,~) die Dichteverteilung der vorkommenden Teilsysteme auf der 2-Skala, so ist die 
Diehteverteilung aller mSglichen Systeme im 2-Raum g(Xx . . . . .  2,,) = g(2~). �9 .g(~,). 
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unter der Nebenbedingung 

fZg(Vl . . . . .  97~) q(Vl).. ,  q(~)n) d~Vl.,- d~)n = t 

wird 

c = ~ F[2(vl) . . . . .  A(Vn)] )/(Vl . . . .  , vn) q ( v l ) . . . q ( v n )  d v l . . . d v n  = Maximum (t8) 

bei geeigneter Wahl yon A(v), und es gilt die Beziehung 

F[2(vl), A(v2) . . . . .  2(vn)] ~ cZ(vl, v~ . . . .  , vn) ; (12b) 

q(v) = g[2(v)] ~ ebenso wie g(~) definit. dabei ist 

Aus (18) geht hervor, dab der erste Entwicklungskoeffizient einer Reihenent- 
wick]ung yon F nach Slaterdeterminanten yon Polynomen in v durch geeignete 
Wahl von v zu einem Maximum zu machen ist. 

Die Variationsprobleme (t3) und (t3a) bzw. (13b) sind ~quivalent, ebenso die 
N/s (12) und (i2b). 

Wir haben also das Resultat  : Die Funktionswerte yon F u n d  Z haben in einem 
Bereich/~hnlicher Teilsysteme das gleiche Vorzeichen; sie st immen auf den Hyper-  
ebenen des ~-Raums hi = ~ exakt  fiberein, und aul~erdem ist Z als erste Entwick- 
lungskomponente in einem vollst/~ndigen System yon 0rthogonalen Polynomen 
anzusehen, das so gew/~hlt ist, dal~ diese Komponente  den grS~tm6glichen Beitrag 
zur Beschreibung der Funktion F liefert. 

Praktisehe Bedeutung des Chiralit~itsprodukts 
und Anweisung zur Bereehnung der Parameter 

Wir entnehmen den bisherigen Betrachtungen, dal~ ein Ansatz der Form (t2) 
bzw. (t2b) die wohlbegrfindete Chance hat, eine Beobachtung f f  gut zu approxi- 
mieren, indem geeignete Pa ramete r /~  bzw. vt im Sinne der Forderungen (13) bzw. 
(13b) zur Charakterisierung der Teilsysteme i verwendet werden. Auch wenn die 
Parameterfunktion/z bzw. v a priori unbekannt  ist und ihre konkrete Beziehung 
zur Physik often b]eibt, bietet die Approximation praktischen Nutzen und zwar 
aus folgendem Grund. 

Sind n/~mlich die Parameterwerte yon N > n Teflsystemen bekannt,  dann 1/~l~t 
sich aus dem Chiralit/~tsprodukt an (~) Systemen der Wert  yon ~-  n/~herungsweise 
berechnen. Diese Zahl w/ichst wesentlich starker als N. Zur n~herungsweisen Er- 
mittlung der Parameterwerte yon N Teilsystemen dagegen sind experimentelle 
Daten yon ~ an einer repr~sentativen Auswahl yon Systemen ausreichend, deren 
Anzahl Z yon der GrSl~enordnung N ist; denn eine wesentliehe Bedingung ffir die 
Bestimmthei~ tier LSsungen eines Minimumproblems yon der Art  (13) in Bezug auf 
endlich vie]e Punkte im ~-Raum ist erffillt, wenn jedes der/V Teilsysteme in meh- 
reren der Z Systeme vorkommt.  Dies ist aber bei geeigneter Auswahl der Systeme 
bereits f/it Z = N mSglich. Daraus geht hervor, dal~ mit  wachsendem N der einmal 
zu leistende Rechenaufwand zur Ermit t lung der Parameterwerte aus experimen- 
tellen Daten in zunehmendem MaBe die MSglichkeit bietet, ffir nicht gemessene 
Systeme das Resultat  einer Beobachtung ~ zu berechnen. Vom Standpunkt  der 
Praxis ist dabei eine Einsieht in die physikalische Natur  der Parameter  unn5tig. 
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Der da.rgelegte Saehverha.lt wird an einem konkreten Beispiel deutlieh. Es sei 
n = 4, und die Zahl 2V der interessierenden Teflsysteme sei 75. Zur Bereehnung 
ihrer Pa.ra.meterwerte sind etwa 150 Messungen yon ~ an geeigneten Teilsystem- 
kombina.tionen sieher ausreiehend. Die Za.hl der darfiber hinaus mSglichen Systeme, 
fiir die also ~-  in einfa.cher Weise a.us dem Chiralit~tsprodukt bereehnet werden 
ka.rm, ist dann (~) -- 150 = 1215300. Abgesehen vom praktisehen Nutzen einer 
solchen BestimmungsmSgliehkeit bietet die Sequenz der Parameterwerte eventuell 
wertvolle Hinweise auf eine physikalische Interpreta.tion der Parameterfunktion. 

Die Pa.rameterbestimmung aus Megwerten der Beobachtung ~ geschieht ent- 
spreehend dem Variationsproblem (13) f/ir diskrete Funktionswerte hi folgender 
Weise : 

Seien #(s) die zu ermittelnden Parameterwerte yon N > n Teilsystemen s. Die 
yon I bis Z laufende Zahl/~ repr~sentiere jewefls eine Auswahl yon n Teilsystemen, 
so dal~ dureh/e = ks~...s~ jeweils ein System und dutch 1~ = F[~( /~)) , . . . ,  ~(/~))] 
das Mel~resultat von o~ a.n diesem System gegeben sei. Da.bei grit #~k) = #~p = #(s), 
wenn das Teflsystem s im System/c a.ls i-tes und ira System 1 als ]-tes Teilsystem 
auftritt.  Die Zghlung der Teflsysteme innerhalb der Systelne sei ffir alle Systeme 
in der gleichen Weise, z. D. durch 1Numerierung yon Pl~tzen, festgelegt. In sinn- 
gem~I3er l~bertragung yon (i3) auf eine endliche Summe 15sen wir das Minimum- 
problem 

z 

X (F~ - Z(iz?), . . . , /~)))2 = Minimum. (t9) 
k = l  

Dabei sei die Za.hl der Mel~werte Z > N, und die Auswahl der Teilsysteme sei 
dera.rt, dal~ jedes Teilsystem in mSgliehst vielen Systemen, mindestens a.ber in 
zweien auftritt .  Das Minimumproblem (19) kann mit t/fife einer Reehenma.sehine 
gelSst werden. Dabei bietet der Vergleieh der Pa.rameterwerte mit naheliegenden 
physikalischen Eigenschaften der Teilsysteme eine KontrollmSgliehkeit, die even- 
tuell dazu benutzt  werden mul3, physikaliseh nieht interessierende Nebenminima. 
auszuschalten. Bei geeigneter Ausw~hl der Systeme lc und gegebenenfalls unter 
Einffihrung yon Gewiehtsfa.ktoren ge in der Summe (~9) hat  ma.n sieh noch da.von 
zu iiberzeugen, da.13 mit den bestimmten Pa.rameterwerten die Mel3werte Y~ durch 
das Chir~lit~tsprodukt ausreiehend approximiert werden, um die ]%reehtigung 
unseres Ansatzes und also aueh die Approximierba.rkeit yon F an nicht gemessenen 
Systemen beurteilen zu kSnnen. Die erwartete Monotonie zwisehen Pa.rameter- 
werten und Teilsystemeigenschaften kann ebenfalls a.ls qua.litatives Kriterium ftir 
den physikalisehen Shin des Reehenverfahrens benutzt werden. 

Der Begriff Chiralitiitsprodukt 
Mit der Bezeichnung der Va.ndermondesehen Determinante Z(/~I, ~2 . . . . .  ~n) 

a.ls Chiralits wollen wir eine geometrisch-physikalische Interpretation 
im Sinne der Problelnstellung dieser Abhandlung zum Ausdruek bringen. Der 
regul~re Simplex im (n - l)-dimensionalen Ra.um hat  als einziger regul~rer KSrper 
im Rn-1 die Eigensehaft, da.B a.lle seine geometrisehen Deekoperationen gerade den 
s~mtliehen Permutationen seiner Eeken entsprechen. Bezeiehnen wir die Ecken 
mit den Za.hlen i bis n, so rufen alle Elemente der ~lternierenden Untergruppe ~n, 
die gera.den Permutationen, Drehungen hervor, w~hrend die Elemente der Neben- 
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klasse, die ungeraden Permutationen, Spiegelungen oder Drehspiegelungen ent- 
sprechen. Die Symmetrie des Simplex im Rn-1 ist also durch die Gruppe | ge- 
geben, die Zahl der Deckoperationen ist n !. 

Sind die Eeken des Simplex mit Objekten besetzt, die sich hinsiehtlich einer 
reellen GrSl3e 2 unterscheiden lassen, und bat eine Beobachtung an diesem System 
die Eigensehaften yon J einsehlie~lich der Voraussetzung A), dann ist durch das 
Vorzeichen yon F eine Unterscheidung zwisehen Rechts- und Linkssystemen gege- 
ben. Es liegt daher nahe, der einfachsten Funktion dieser Art ZLu(~I) . . . . .  #(An)], 
deren Besonderheiten wir kennengelernt haben, per definitionem die Bedeutung 
eines Chiralitiitsmal~es zuzuordnen. Alle linearen Begrenzungsmannigfaltigkeiten 
des reguls Simplex im Rn-1 sind ~ e d e r  reguli~re Simplices in Unterr~umen R~, 
und die zugehSrigen 7~[#(~) . . . .  , #(~t~)] sind Faktoren in 7~[~(21) . . . .  , ~(~n)]- Im 
spezie]len sind die Mannigfaltigkeiten yon der Dimension 1, die Kanten,  gewisser- 
mal3en die konstituierenden Chiralit~ten, und Z ist das Produkt aller dieser Kan- 
tenchiraliti~ten. Wit fassen diesen Sachverhalt in dem Ausdruck ,Chiralit~ts- 
produkt" zusammen. Spezialf~]le yon unmittelbar physikalisehem Interesse sind 
n = 4, n = 3 und n = 2, und die entspreehenden KSrper sind das regul~re Tetraeder 
im R3, das gleichseitige Dreieck im R2, und die Strecke im R r 

Anwendungen in Chemie und Physik 

Ausgangspnnkt unserer Betrachtung war der Erfolg in der Berechnung yon 
Mengenverh~ltnissen der Reaktionsprodukte bei stereoselektiven Reaktionen aus 
dem Chiralit~tsprodukt. Ein solcher Ansatz steht immer dann zur Diskussion, 
wenn das Reaktionsgeschehen die Voraussetzungen des stereochemischen Struk- 
turmodells erffillt und die Konsequenzen des Modells bezfiglich zweier Reaktions- 
produkte in einem ~-  entsprechenden Transformationsverhalten des Logarithmus 
vom Mengenverh~ltnis dieser Produkte liegen. Wir haben in der unter [5] zitierten 
Abhandlung gezeigt, dab ffir die typischen Falle der Stereochemie formal diese 
Konsequenzen gelten. Dabei ist am einzelnen Reaktionstyp zu entscheiden, ob 
und inwieweit das Strukturmodell zutrifft und ob die Approximation dureh das 
Chiralitatsprodukt gut ist, indem entweder die Vorstellungen fiber den Reaktions- 
ablauf ana]ysiert oder die numerischen Resultate mit dem Experiment verglichen 
werden. 

Darfiber hinaus stellt sieh speziell innerhalb der Stereoehemie die Frage, inwie- 
welt dieselben Liganden in verschiedenen Reaktionstypen mit denselben Parame- 
terwerten berfieksiehtigt werden dfirfen. Mit anderen Worten, wenn sich gewisse 
Parameterwerte ffir einen Reaktionstyp bew~hrt haben, ist ffir einen anderen 
Reaktionstyp die Frage nach der Verwendung derselben Parameterwer~e unter 
Umsti~nden interessanter als die Frage nach den besten Parameterwerten ffir die- 
sen Reaktionstyp. Es ist daher konsequent, zu untersuehen, ob nicht im zweiten 
Fall die Messung dureh ~[X(/~I . . . .  , #n)] besehrieben werden kann, wobei/z die 
unveri~nderten Parameter des ersten Reaktionstyps sind und ~0 eine einfache 
ungerade monotone Funktion (z. B. eine ungerade Potenz) sei. Im Rahmen dieser 
Arbeit wollen wir uns damit begnfigen, festzustellen, dal3 im Variationsproblem 
(i3) start Z auch ?[Z(/~I . . . . .  #n)] gesetzt werden kann ohne die Voraussetzung A) 
zu verletzen. 
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Das geradezu klassische Beispiel fiir eine Chiralit~tsbeobachtung in dcr Physik 
ist die Messung des Winkels, um den die Ebene des polafisierten Lichts beim 
Durchtri t t  dutch ein chirales Medium gedreht wird. Beruht die optische Aktivit~t 
auf der Wechselwirkung des Lichts mit den Molekfilen einer in einem nichtchiralen 
LSsungsmittel gel6stcn Verbindung und sind diese Molekfile asymmetrisch sub- 
stituierte Kohlenstoffzentren mit tetraedrischer Valenzstruktur, dann liegt es 
nahe, die Liganden des Kohlenstoffzentrums durch Parameter ~1, ~ ,  ~3, ~a zu re- 
pr~sentieren und die Chiralit~tsbeobachtung mit dicscn Parametern zu beschrei- 
ben. Da den geraden Permutationen diescr Liganden Drehungen der Molekfile 
entsprechen, die Molekfile in der Flfissigkeit aber in allen Lagen vorkommen, sind 
diese Operationen ohne EinfluB auf den Drehwinkel der Polarisationsebene. Die 
ungeraden Permutationen dagegen ffihren zu den Antipoden und kehren das Vor- 
zeichen des optischen Drehwinkels urn. Der Versnch einer Approximation mit dem 
Chiralit~tsprodukt gcm~B der Formel 

[~] = z(~,  ~2, ~ ,  @ (20) 

liegt auf der Hand. Dabei ist [a] der molare Dreh~nkel .  Die Oi beziehen sich auf 
nichtchira]e Reste, und flare Bestimmung gemiiB (i9) hat unter einheitlichen Be- 
dingungen zu erfolgen (Frequenz des eingestrahlten Lichts, L6sungsmittel und 
eventuell Tcmperatur). Darfibcr hinaus scheint es angebracht, die Frequenz nicht 
in der NiChe einer Absorptionsbande der Molekiile zu w~hlen. 

Im Falle einer erfolgreichen Berechnung der optischcn Aktiviti~ten durch das 
Chiralits wiirde das im vorigen Abschnitt gegebene Zahlenbeispiel die 
praktische Bcdeutung eines solchen Vorgehens ausreichend klarstellen. Abwei- 
chungen yon der Regel, d. h. Einzclf~lle, die sich nicht in dieser Weise besehreiben 
lassen, mfiBten dann erkliirt werden, was besagt, dab man in der Messung der op- 
tischen Aktivit/it Kriterien ffir das Auftreten yon Wasserstoffbrfiekcnbindungen 
und ~hnlichen Effckten hi~tte. Gleichzeitig bSte ein quantcnmechanischer Ansatz, 
der sich darauf beschr~nkt, gewisse Integralausdrficke, die nur yon jewefls cinem 
dcr vier Liganden abh~ngen, mit den ~ zu identifizieren, die Chance, ein cxperi- 
mentell gesichertes Ergebnis auf wohldefinierte molekulare Eigenschaften der 
Liganden zurfickzuffihren. 

Wir haben noch den Fall zu besprechen, dab die Liganden selbst chiral sind, 
um zur Berechnnng der Ligandenparameter auch Molekfile dieses allgemeineren 
Typs verwenden zu k6nnen. Dabei wollen wii' uns auf F~lle beschr~nken, in denen 
nur einer der jeweils vier Liganden chiral ist und dieser chirale Rest wieder als 
Chiralit/~tszentrum angesehcn werden kann. Man spricht in der Chemie yon zwei- 
kernigen Chiroiden. 

Seien R1R2, R1S ~, S1S 2, S1R 2 zweikernigc Chiroidc, in denen dcr Uber- 
gang R,,--~S eine ungcrade Permutation der l~este am jeweiligen Zentrum be- 
deutet, so dab also R1R 2 und S1S 2 sowohl wie R1S ~ und S1R 2 wcgen der gegcn- 
seitigen freien Drehbarkeit der Zentren um flare Verbindungsachse jewcils Anti- 
poden sind, und seien demgem~B die molaren optischen Drehwerte [a], [ f i ] , -  [a], 
--[fi], dann werden an zu gleichen Teilen bestehenden Gemischen �89 2 + .R1S2) 
bzw. �89 2 + $1R2) die optischen Drehwerte [y] = �89 + [/5]) bzw. [~]= 
{([o~]-- [fl]) gemessen. 

Bezciehnen wir mit d 1, d2, d a die nichtchiralen und mit//a den chiralen Rest am 
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Chiralit~tszentrum I und ebenso mit ds, d6, d~ die nichtchiralen und mit d~ den ehi- 
ralen Rest am Chiralitiitszentrum 2, dann sollte in den aufgeffihrten Zweikompo- 
nentensystemen der EinfluB des tefls als Reehts-, tefls als Linkssystem vorliegen- 

den Liganden//a bzw. c/s jeweils pauschal dutch einen Parameter ~4 bzw. ~s zu be- 
schreiben sein, denn die Spiegelung des chiralen Restes desjenigen Zentrums, das 
in beiden Komponenten in der gleichen Form vorliegt, vertauscht die beiden Kom- 
ponenten des Systems, ist also ohne EinfluB auf den optischen Drehwinkel. Die 
Permutationen der Reste dieses Zentrums entsprechen somit bis auf eine nicht be- 
obachtbare Vertauschung der Komponenten innerhalb des Systems den Drehun- 
gen bzw. Spiegelungen. Es ist demnach konsequent, zu setzen 

�89 + [fl]) = Z(a. a~, a~, ~) 
und 

+([~,] - -  [~ ] )  = Z(a~,  a~, aT, ~ ) .  
Daraus ergibt sich [~] zu 

[~3 - X(a .  ~2, 83, a4) + ;r ~6, aT, as),  
w~hrend die entsprechende Formel f/ir [fl] (21) 

[fl] = Z(81, 82, 83, a4) - Z(85, 86, 87, ~8) 

wegen des Transformationsverhaltens des zweiten Chiralit~tsprodukts gegeniiber 
einer ungeraden Permutation der Reste am zweiten Zentrum aus der Beziehung 
flit [a] folgt. 

Wenn das Zentrum ~ bzw. 2 niehtchiraler Ligand des Zentrums 2 bzw. t 
ist, weft zwei der 81, 8~, 8 a bzw. 85, 8~, 8~ gleich sind, entsteht (20) aus (21), 

denn dann wird der erste bzw. zweite Summand in (2t) Null, und ~s bzw. ~4 be- 
schreibt einen nichtchiralen Rest. Die Formeln (21) entsprechen formal der unter 
der Bezeichnung ,,Van't ttoffsches Superpositionsprinzip" bekannten empiri- 
schen Regel, wenn die beiden Chiralit/~tsprodukte in den G1. (2t) im Gegensatz zu 
unserer Ableitung als optische Drehwinkel der beiden Chirafitatszentren inter- 
pretiert werden. 

Die Bereehnung der optischen Drehwerte mit einem Chirali~atsprodukt aus 
a priori nicht mit Modellvorstellungen belasteten Ligandenparametern soll in 
einer folgenden Arbeit getestet und es sollen gegebenenfalls die Parameter fiir die 
in der Chemie interessierenden Liganden bereehnet werden. 

Sehon 1890 schlugen CRu~ B~owN [2] und GuYE [3] die Vandermondesehe 
Determinente yon ligandenspezifisehen Variablen zur Berechnung der optischen 
Aktivitat yon Chiralitiitszentren vor. Im Gegensatz zu unserem Vorgehen wurden 
aber als Parameter die Massen der Liganden verwendet. Es ist charakteristiseh 
sowohl ffir den Crum Brown/Guyeschen Ansatz wie fiir alle spateren theoretisehen 
Versuehe, insoweit sie yon der Vandermondeschen Determinante ausgehen oder 
dazu ffihren, dab mit physikalisehen Modellvorstellungen prajudizierte Variable 
benutzt werden. So erscheinen beispielsweise in einer Arbeit yon BoYs [1] die 
Radien yon sich berfihrenden Kugeln an den Ecken eines Tetraeders als die 
Variablen einer solchen Determinante, und diese Radien werden als repri~sentative 
Gr6Ben ffir das Ligandenvolumen interpretiert. Wit glauben, dab in der Uberver- 
einfachung dieser Modelle, nicht aber in der Verwendung der Vandermondeschen 
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De t e rminan t e  der  MiBerfolg be i  der  Bereehnung  der  opt i sehen A k t i v i t s  fiir 
eine grSBere Zahl  yon  F~l len  liegt.  Die MSgliehkei t  der  P a r a m e t e r b e s t i m m u n g  
naeh (13) is t  eine Tes tmSgl iehke i t  fi ir  die A p p r o x i m a t i o n  dureh  das  Chiral i t~ts-  
p r o d u k t  unabhang ig  yon  der  phys ika l i sehen  Bedeu tung  der  Pa rame te r .  I m  Fa l l  
des erfolgreichen Tests  wfirde deren  naehtrs  quan tenmechan isehe  In t e r -  
p r e t a t i on  zu dem ad~qua ten  Modell  fi ihren. 

Absehl ieBend sei bemerk t ,  dab  die E ignung  des Chi ra l i t~ t sprodukts  zur  Be- 
sehre ibung einer  Chi ra l i t~ t sbeobach tung  einen sinngem~Ben Ansa tz  zur  Berech-  
hung  des Z i rku la rd iehro i smus  er laubt .  

PS. Naeh AbsehluB dieser Arbei~ wurden wir in einer Unterhaltung mit Herrn It.  LA~ART, 
Ziirich, frenndlicherweise auf eine Publika~ion [4] aufmerksam gem~cht, in der innerhalb 
einer v6llig anderen Problemstellung ein Weg eingesehl~gen wird, der dem unseren in seiner 
mathematisehen Grundkonzeption verwandt ist. 
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